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SURFACES STABLEMENT RATIONNELLES SUR UN
CORPS QUASI-FINI
par
J.-L. Colliot-The´le`ne
Re´sume´. — Sur un corps fini F, toute F-surface stablement F-rationnelle
est F-rationnelle. Plus ge´ne´ralement, si une F-surface X projective et lisse et
ge´ome´triquement rationnelle n’est pas F-rationnelle, alors il existe une exten-
sion finie F′ de F avec Br(XF′) 6= 0. Ceci vaut plus ge´ne´ralement pour une telle
surface X sur un corps k quasi-fini de`s que X(k) 6= ∅.
1. Introduction
L’e´nonce´ suivant est essentiellement connu (cf. [5, §1, §2], [6, §2.A]).
The´ore`me 1.1. — Soit k un corps et k/k une cloˆture se´parable de k. Soit
X une k-varie´te´ projective, lisse. Soit X = X ×k k. Supposons que X est k-
rationnelle, i.e k-birationnelle a` un espace projectif. Conside´rons les conditions
suivantes.
(i) La k-varie´te´ X est k-rationnelle.
(ii) La k-varie´te´ X est stablement k-rationnelle.
(iii) La k-varie´te´ X est facteur direct d’une varie´te´ k-rationnelle, c’est-a`-
dire qu’il existe une k-varie´te´ Y projective et lisse, ge´ome´triquement connexe,
telle que X ×k Y est k-birationnelle a` un espace projectif.
(iv) Le module galoisien Pic(X) est stablement de permutation, c’est-a`-dire
qu’il existe des modules de permutation de type fini P1 et P2 et un isomor-
phisme de modules galoisiens Pic(X)⊕ P1 ≃ P2.
(v) Le module galoisien Pic(X) est un facteur direct d’un module de permu-
tation, c’est-a`-dire qu’il existe un module galoisien M , un module de de permu-
tation de type fini P et un isomorphisme de modules galoisiens Pic(X)⊕M ≃
P .
(vi) Pour toute extension finie se´parable k′/k, on a H1(k′,Pic(X)) = 0.
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(vii) Pour toute extension finie se´parable k′/k, l’application naturelle de
groupes de Brauer Br(k′)→ Br(Xk′) est surjective.
Alors : (i) implique (ii), qui implique (iii) ; (ii) implique (iv) ; (iii) implique
(v) ; (iv) implique (v) ; (v) implique (vi) ; (vi) implique (vii).
De´monstration. — Pour l’implication (i) implique (iv), voir [6, Prop. 2A1, p.
461]. Le fait que (ii) implique (iv) et que (iii) implique (v) re´sulte alors du calcul
du groupe de Picard d’un produit [5, Lemme 11]. L’implication (v) implique
(vi) re´sulte du fait que pour tout module P galoisien de permutation et toute
extension finie se´parable k′/k, on a H1(k′, P ) = 0. Pour X une k-varie´te´
projective, lisse, ge´ome´triquement inte`gre, et toute extension finie se´parable
k′/k, on a la suite exacte (cf. [6, (1.,5.0), p. 386]) :
Br(k′)→ Ker[Br(Xk′)→ Br(X)]→ H
1(k′,Pic(X))).
Si de plus X est k-rationnelle, alors Br(X) = 0. Cette annulation est bien
connue en caracte´ristique ze´ro, et l’argument vaut encore pour la ℓ-torsion de
Br(X) pour ℓ un nombre premier premier a` l’exposant caracte´ristique de k.
Que Br(X) = 0 vaut pour tout corps se´parablement clos k et X k-rationnelle
se voit en combinant [11, Cor. 5.8] et [3, Prop. 2.1.9]. Ainsi (vi) implique (vii).

On dit qu’une k-surface projective, lisse, ge´ome´triquement rationnelle, est
de´ploye´e par une sous-extension galoisienne K ⊂ k si X(K) 6= ∅ et si l’in-
clusion naturelle de re´seaux Pic(XK) → Pic(X) est un isomorphisme. Sous
l’hypothe`se X(k) 6= ∅, ceci e´quivaut au fait que Gal(k/K) agit trivialement
sur le re´seau Pic(X).
The´ore`me 1.2. — Soient k un corps et X une k-surface projective, lisse,
ge´ome´triquement rationnelle. Supposons que X posse`de un point k-rationnel
et que X soit de´ploye´e par une extension cyclique de k. Si X n’est pas
k-rationnelle, alors il existe une extension finie se´parable k′/k telle que
H1(k′,Pic(X)) 6= 0, et alors X n’est pas stablement k-rationnelle.
La de´monstration sera donne´e au §4 (the´ore`me 4.1), ou` l’on regroupe les
re´sultats du §2 (surfaces fibre´es en coniques) et du §3 (surfaces de del Pezzo).
C’est une de´monstration cas par cas, qui s’appuie de fac¸on essentielle sur les
tables e´tablies par divers auteurs sur l’action du groupe de Galois sur le groupe
de Picard des surfaces de del Pezzo de degre´ 3,2,1.
L’e´nonce´ du the´ore`me 1.2 est a` comparer avec les exemples donne´s dans [2].
Si k est un corps de caracte´ristique diffe´rente de 2, et P (x) ∈ k[x] un polynoˆme
se´parable et irre´ductible de degre´ 3, de discriminant a ∈ k∗ non carre´, on
montre que la k-surface d’e´quation affine y2 − az2 = P (x) est stablement k-
rationnelle mais non k-rationnelle. Il existe donc de telles surfaces sur tout
corps k de caracte´ristique diffe´rente de 2 posse´dant une extension de corps
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galoisienne de groupe S3, par exemple le corps des rationnels ou le corps
F = C(t) des fractions rationnelles en une variable sur les complexes.
Par de´finition, un corps quasi-fini est un corps parfait dont la cloˆture ga-
loisienne est le groupe procyclique Zˆ [19, Chap. XIII, §2]. Les deux types
d’exemples classiques sont : les corps finis et les corps de se´ries formelles d’une
variable sur un corps alge´briquement clos de caracte´ristique ze´ro.
Si k est un corps fini, ou un corps de se´ries formelles d’une variable C((t)) sur
un corps alge´briquement clos C de caracte´ristique ze´ro, toute k-surface projec-
tive, lisse, ge´ome´triquement rationnelle posse`de un k-point (Proposition 1.6),
et toute extension finie de corps K/k est cyclique. Toute conique projective et
lisse sur k est k-isomorphe a` P1k.
Le the´ore`me 1.2 et le the´ore`me 1.1 donnent alors l’e´nonce´ suivant, qui pour
un corps fini re´pond a` une question de B. Hassett mentionne´e par A. Pirutka
dans [18].
The´ore`me 1.3. — Soient k un corps et X une k-surface projective, lisse,
ge´ome´triquement rationnelle. Sous l’une des hypothe`ses suivantes :
(i) X posse`de un k-point et le corps k est quasi-fini ;
(ii) le corps k est un corps fini ;
(iii) le corps k = C((t)) est le corps des se´ries formelles en une variable sur
un corps C alge´briquement clos de caracte´ristique ze´ro.
on a :
(a) Si pour toute extension finie de corps k′/k on a H1(k′,Pic(X)) = 0,
alors X est k-rationnelle.
(b) Les conditions (i) a` (vii) du the´ore`me 1.1 sont e´quivalentes pour X.
En particulier, sur un tel corps k, toute k-surface stablement k-rationnelle est
k-rationnelle.
Corollaire 1.4. — Soient k un corps et X une k-surface projective, lisse,
ge´ome´triquement rationnelle. Sous l’une des hypothe`ses suivantes :
(i) X posse`de un k-point et le corps k est quasi-fini ;
(ii) le corps k est un corps fini ;
(iii) le corps k = C((t)) est le corps des se´ries formelles en une variable sur
un corps C alge´briquement clos de caracte´ristique ze´ro.
Sous l’une quelconque des trois hypothe`ses suivantes :
(a) le pgcd des degre´s des extensions finies K/k telles que XK est stablement
K-rationnelle est e´gal a` 1.
(b) X est k-unirationnelle, et le pgcd des degre´s des k-applications ration-
nelles dominantes ge´ne´riquement se´parables de P2k vers X est e´gal a` 1,
(c) le groupe de Chow des ze´ro-cycles de X est universellement trivial,
la surface X est k-rationnelle.
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De´monstration. — On note CH0(X) le groupe de Chow des classes de ze´ro-
cycles sur X, et A0(X) le sous-groupe des classes de ze´ro-cycles de degre´ ze´ro.
Ces groupes sont des invariants k-birationnels des varie´te´s projectives, lisses,
ge´ome´triquement inte`gres. Ceci est e´tabli dans [4, Prop. 6.3] avec quelques
restrictions, par exemple en caracte´ristique ze´ro. La de´monstration de [9,
Example 16.1.11] vaut sur un corps quelconque.
L’hypothe`se (c) est que pour toute extension de corps F/k l’application
degre´ degF : CH0(XF ) → Z est un isomorphisme, ce qui est le cas pour X
projective, lisse, inte`gre, stablement k-rationnelle.
En caracte´ristique ze´ro, d’apre`s [4, Prop. 6.4], chacune des hypothe`ses (a)
et (b) sur la surface X implique (c). Via les correspondances [9, Chap. 16] on
voit que ceci vaut sur un corps quelconque.
Sous l’hypothe`se de (c), le module galoisien Pic(X) est un facteur direct d’un
module de permutation. Pour la de´monstration, je renvoie a` [10, Appendix A].
Pour toute extension de corps E/k, on a doncH1(E,Pic(X)) = 0. Le the´ore`me
1.3 permet de conclure. 
Rappelons la classification k-birationnelle des k-surfaces projectives, lisses,
ge´ome´triquement rationnelles, due a` Enriques, Manin, Iskovskikh [14], et Mori.
The´ore`me 1.5. — Soit k un corps. Toute k-surface projective, lisse,
ge´ome´triquement rationnelle, k-minimale, appartient a` au moins un des
types suivants :
(i) Surface fibre´e en coniques relativement minimale au-dessus d’une co-
nique lisse.
(ii) Surface de del Pezzo de degre´ d avec 1 ≤ d ≤ 9.
Comme observe´ par Manin et l’auteur (cf. [15, Thm. IV.6.8]), ceci per-
met de de´montrer le re´sultat suivant, qui pour k un corps fini, admet une
de´monstration uniforme (A. Weil, cf. [17, Thm. 27.1, Cor. 27.1.1]).
Proposition 1.6. — Soient k un corps et X une k-surface projective et lisse
ge´ome´triquement rationnelle. Si k est un corps C1, alors X posse`de un point
k-rationnel. Ceci vaut en particulier pour k un corps fini et pour k = C((t)).
2. Fibre´s en coniques
Soient k un corps, k une cloˆture se´parable de k et g = Gal(k/k). SiX est une
k-surface projective lisse ge´ome´triquement connexe munie d’un k-morphisme
f : X → P1k relativement minimal dont la fibre ge´ne´rique est une courbe lisse
de genre ze´ro, alors les points ferme´s M dont la fibre XM/k(M) est non lisse
ont leur corps re´siduel k(M) se´parable sur k, et XM/k(M) se de´compose sur
une extension quadratique se´parable de corps L(M)/k(M) en deux droites
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P1L(M) qui se coupent transversalement en un k(M)-point. On appelle ces
points ferme´s M ∈ P1k les points de mauvaise re´duction de la fibration. On
renvoie a` [14] pour la de´monstration de ces faits. Ils impliquent que sur une
cloˆture se´parable k de k, il existe une contraction X → Y au-dessus de P1
k
telle que les fibres de Y → P1
k
soient toutes isomorphes a` P1. Ceci de´finit donc
un e´le´ment de Br(P1
k
) = Br(k) = 0. L’e´galite´ Br(P1
k
) = 0 re´sulte du the´ore`me
de Tsen lorsque k est alge´briquement clos, et ce meˆme the´ore`me implique que
Br(P1
k
) est p-primaire pour k se´parablement clos de caracte´ristique p > 0.
Que l’on ait Br(P1
k
) = 0 pour k se´parablement clos quelconque est e´tabli par
Grothendieck [11, Cor. 5.8]. La fibre ge´ne´rique de f : X → P1
k
admet donc un
point rationnel. Comme P1
k
est re´gulier de dimension 1 et f est un morphisme
propre, tout tel point rationnel s’e´tend en une section de f : X → P1
k
. La
k-varie´te´ X est de´ploye´e sur k. La fibre ge´ne´rique de la fibration f : X → P1k
correspond a` un e´le´ment β deH2(g, k(P1)∗). En un point ferme´M de mauvaise
re´duction, la fle`che diviseur de´finit une application g-e´quivariante
k(P1)∗ → ⊕k(M)⊂k Z,
ou` k(M) ⊂ k parcourt les k-plongements de l’extension se´parable k(M)/k
dans k. Cet homomorphisme induit une fle`che re´sidu
∂M : H
2(g, k(P1)∗)→ H2(g,⊕k(M)⊂k Z) = H
2(k(M),Z) = H1(k(M),Q/Z).
L’image de β par cette application de´crit l’extension quadratique se´parable de
k(M) correspondant a` la mauvaise fibre. Pour k ⊂ L ⊂ k, avec L/k finie, on
a le diagramme commutatif suivant :
H2(gk, k(P
1)∗) → H1(k(M),Q/Z)
↓ ↓
H2(gL, k(P
1)∗) → ⊕N→MH
1(k(N),Q/Z),
ou` N parcourt les points ferme´s de P1L d’image M via la projection P
1
L → P
1
k,
ou` les fle`ches horizontales sont les fle`ches de re´sidu de´finies ci-dessus et les
fle`ches verticales sont les fle`ches de restriction.
Lemme 2.1. — Soit f : X → P1k un fibre´ en coniques relativement minimal
sur un corps k, a` fibre ge´ne´rique lisse et espace total lisse sur k. Soit M ∈ P1k
un point ferme´ de corps re´siduel k(M) ou` la fibration a mauvaise re´duction.
Soit K = k(M) le corps re´siduel en M . Soit N un K-point of P1K au-dessus
de M ∈ P1k. La fibration fK : XK → P
1
K a mauvaise re´duction en N .
De´monstration. — Soit A/k(P1) l’alge`bre de quaternions associe´e a` la fibre
ge´ne´rique de f : X → P1k. La fibration f a mauvaise re´duction en M si et
6 J.-L. COLLIOT-THE´LE`NE
seulement si le re´sidu γ := ∂M (A) ∈ H
1(k(M),Z/2) = H1(K,Z/2) est non
trivial. D’apre`s la compatibilite´ ci-dessus, on a
∂N (AK) = γ ∈ H
1(K(N),Z/2) = H1(K,Z/2).
ce qui e´tablit le lemme. 
L’e´nonce´ suivant fut e´tabli par Iskovskikh ([12, Thm. 2], [14, Thm. 4, Thm.
5]).
Proposition 2.2. — Soient k un corps et X/k une surface projective, lisse,
ge´ome´triquement connexe sur k, munie d’une structure de fibre´ en coniques
relativement minimale X → P1k. Si le nombre r de fibres ge´ome´triques
de´ge´ne´re´es est au plus e´gal a` 3, et si X posse`de un point k-rationnel, alors X
est une surface k-rationnelle.
Proposition 2.3. — Soient k un corps et X/k une surface projective, lisse,
ge´ome´triquement connexe sur k, munie d’une structure de fibre´ en coniques
relativement minimale X → P1k. Supposons X de´ploye´e sur une extension
cyclique de corps K/k. Si le nombre r de fibres ge´ome´triques de´ge´ne´re´es de
la fibration est au moins e´gal a` 4, alors il existe une extension finie se´parable
k′/k telle que H1(k′,Pic(X)) 6= 0.
De´monstration. — Donnons ici quelques rappels sur le module de Picard
d’une surface fibre´e en coniques sur P1k. Pour plus de de´tails, je renvoie le
lecteur a` [7, §2].
Soit comme ci-dessus k une cloˆture se´parable de k et X = X ×k k. On a
une suite exacte de modules galoisiens
0→ P → Z.f ⊕Q→ Pic(X)→ Z→ 0,
ou` P est le module de permutation sur les k-points of P1 a` fibre singulie`re, Q
est le module de permutation sur les composantes des fibres singulie`res sur k,
et Z.f est engendre´ par une fibre au-dessus d’un k-point de P1k. L’application
Pic(X)→ Z est induite par la restriction a` la fibre ge´ne´rique.
Soit M le noyau de cette application restriction. On a des suites exactes
courtes de modules galoisiens
0→ P → Z⊕Q→M → 0
et
0→M → Pic(X)→ Z→ 0.
Par cohomologie galoisienne on obtient des suites exactes
0→ Z/2→ H1(k,M)→ H1(k,Pic(X))→ 0
et
0→ H1(k,M)→ H2(k, P )→ H2(k,Z⊕Q).
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Cette dernie`re donne naissance a` une suite exacte
0→ H1(k,M)→ ⊕ri=1Z/2→ H
1(k,Z/2),
ou` i parcourt les r ≥ 1 points ferme´s Pi de P
1 a` fibre singulie`re, de´ploye´e par
une extension quadratique se´parable de corps, de classe ai ∈ H
1(k(Pi),Z/2),
et l’application θi : Z/2→ H
1(k,Z/2) envoie 1 sur la norme (de k(Pi) a` k) de
ai ∈ H
1(k(Pi),Z/2).
On a en outre une relation de re´ciprocite´ [7, §2, Remark] qui implique ici
que l’image de l’e´le´ment (1, . . . , 1) ∈ ⊕iH
1(k(Pi),Z/2) est la classe triviale
dans H1(k,Z/2).
Nous voulons montrer : si le nombre de fibres ge´ome´triques de´ge´ne´re´es de
X → P1k est supe´rieur ou e´gal a` 4, alors il existe une extension finie se´parable
k′/k telle que H1(k′,Pic(X)) 6= 0.
Si E/k est une extension se´parable de corps de degre´ impair, par passage a`
E, la famille XE → P
1
E reste relativement minimale : aucun re´sidu n’est an-
nule´. On peut donc supposer que tous les points ferme´s de mauvaise re´duction
sont soit de degre´ 1 soit de degre´ pair.
Supposons qu’il existe un point ferme´ de mauvaise re´duction P de degre´
pair au moins e´gal a` 4. Par le lemme 2.1, on se rame`ne apre`s extension de k a`
k(P ) a` la situation ou` il y a au moins 4 points rationnels P1, P2, P3, P4 a` fibre
singulie`re. Comme la surface est par hypothe`se de´ploye´e par une extension
cyclique, les classes ai ∈ H
1(k(Pi),Z/2) = H
1(k,Z/2), qui sont non triviales,
co¨ıncident toutes avec une meˆme classe non triviale a ∈ H1(k,Z/2).
L’application ⊕ri=1Z/2 → H
1(k,Z/2) induit une application (Z/2)4 →
H1(k,Z/2) qui se factorise donc par (Z/2)4 → Z/2. Le groupe H1(k,M) =
Ker[⊕ri=1Z/2 → H
1(k,Z/2)] contient donc au moins le noyau d’une applica-
tion (Z/2)4 → Z/2, il est donc d’ordre au moins 8, et H1(k,Pic(X)) est donc
d’ordre au moins 4.
Supposons de´sormais que les points ferme´s Pi de mauvaise re´duction sont
tous de degre´ 2 ou 1.
S’il y a au moins 4 points ferme´s Pi de mauvaise re´duction de degre´ 1 sur
k, l’argument ci-dessus permet de conclure.
Supposons qu’il y a au moins deux points ferme´s P1, P2 de degre´ 2. Comme la
surface est par hypothe`se de´ploye´e sur une extension cyclique, ceci impose que
les extensions k(Pi)/k co¨ıncident en ces deux points. Soit donc L/k l’extension
quadratique se´parable de corps ainsi de´finie. En appliquant le lemme 2.1, on
se rame`ne apre`s extension de k a` L au cas ou` la fibration X → P1k a des fibres
singulie`res au-dessus d’au moins 4 points k-rationnels, cas qui a de´ja` e´te´ re´gle´.
On peut donc supposer que l’ensemble des degre´s des points ferme´s a` mau-
vaise re´duction est soit (2, 1, 1, 1) soit (2, 1, 1).
Conside´rons le cas (2, 1, 1, 1). Comme la surface est par hypothe`se de´ploye´e
sur une extension cyclique, ceci impose que les extensions quadratiques
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associe´es a` ai ∈ H
1(k(Pi),Z/2) pour Pi k-rationnel co¨ıncident avec une
meˆme classe a ∈ H1(k,Z/2). Soit R le point ferme´ de degre´ 2, et soit
b ∈ H1(k(R),Z/2) le re´sidu en ce point. L’application ⊕3i=1Z/2 ⊕ Z/2 →
H1(k,Z/2) envoie (x, y, z, t) sur (x+ y+ z).a+ t.Normk(R)/k(b) ∈ H
1(k,Z/2).
On sait que la classe (1, 1, 1, 1) a une image triviale. Donc 3a+Normk(R)/k(b)
est trivial dans H1(k,Z/2). Ceci implique a = Normk(R)/k(b), et cet e´le´ment
est non trivial dans H1(k,Z/2). L’application ⊕3i=1Z/2 ⊕ Z/2 → H
1(k,Z/2)
envoie donc (x, y, z, t) sur (x + y + z + t).a dans H1(k,Z/2). C’est donc
simplement la somme (Z/2)4 → Z/2. Son noyau est (Z/2)3, on a donc
H1(k,Pic(X)) = (Z/2)2.
Montrons pour finir que le cas (2, 1, 1) n’existe pas. Comme ci-dessus, les
extensions quadratiques associe´es a` ai ∈ H
1(k(Pi),Z/2) pour Pi k-rationnel
co¨ıncident avec une meˆme classe non triviale a ∈ H1(k,Z/2). Soit Q le point
ferme´ de degre´ 2, et soit b ∈ H1(k(Q),Z/2) le re´sidu en ce point. Ceci cor-
respond a` une extension quadratique se´parable L/k(Q). Sous nos hypothe`ses,
l’extension L/k est cyclique de groupe de Galois Z/4. Sous cette hypothe`se,
on ve´rifie que la norme H1(k(Q),Z/2) → H1(k,Z/2) envoie la classe b sur la
classe a. Par ailleurs on sait (re´ciprocite´) que la classe (1, 1, 1) a une image
triviale par l’application ⊕2i=1Z/2 ⊕ Z/2 → H
1(k,Z/2). Mais ceci dit que
3a = a ∈ H1(k,Z/2) est nul. Contradiction. 
3. Surfaces de del Pezzo
On a l’e´nonce´ connu (Chaˆtelet, Manin, Iskovskikh, voir [23, Thm. 2.1]) :
Proposition 3.1. — Soit X une surface de del Pezzo de degre´ d ≥ 5 sur un
corps k. Si X posse`de un point k-rationnel, alors X est k-rationnelle.
Proposition 3.2. — Soient k un corps et X ⊂ P4k une surface de del Pezzo
de degre´ 4 sur k de´ploye´e par une extension cyclique K/k. Supposons que X
est k-minimale. Alors :
(i) Il existe une extension de corps E/k telle que H1(E,Pic(X)) 6= 0.
(ii) Le module galoisien Pic(X) n’est pas facteur direct d’un module de
permutation.
(iii) Si X posse`de un k-point, il existe une extension finie se´parable k′/k
telle que H1(k′,Pic(X)) 6= 0.
De´monstration. — Soit X une surface de del Pezzo de degre´ 4 sur un corps
k, posse´dant un k-point, de´ploye´e sur une extension cyclique de k. Supposons
X k-minimale. D’apre`s [13, Thm. 2], la surface X n’est pas k-rationnelle.
Si X posse`de un k-point P non situe´ sur les 16 droites (ge´ome´triques) ex-
ceptionnelles, en e´clatant le point P on obtient une surface cubique lisse Y sur
k e´quipe´e d’une fibration en coniques sur Y → P1k, avec 5 fibres ge´ome´triques
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de´ge´ne´re´es, de´ploye´e sur une extension cyclique de k. Si cette fibration n’est
pas relativement minimale, soit Z → P1k un mode`le relativement minimal.
Soit r le nombre de fibres ge´ome´triques de´ge´ne´re´es. Si r ≤ 3, alors d’apre`s la
Proposition 2.2, Y est k-rationnelle, ce qui est exclu. Ainsi on a r ≥ 4. La
Proposition 2.3 donne alors l’existence d’une extension finie se´parable k′/k
telle que H1(k′,Pic(Z)) 6= 0. Comme on passe de X a` Z par des se´ries
d’e´clatements en des points ferme´s se´parables, les modules galoisiens Pic(X)
et Pic(Z) sont isomorphes a` addition de modules de permutation pre`s. On a
donc H1(k′,Pic(X)) 6= 0.
Si X posse`de un k-point, et le corps k posse`de au moins 23 e´le´ments, alors il
existe un k-point sur X hors des 16 droites [17, Chap. 4, §8, Teor. 8.1= Thm.
30.1]. Supposons que k est fini et X est de´ploye´e sur l’extension cyclique K/k.
Il existe une extension finie L/k line´airement disjointe de K sur laquelle X
posse`de un point L-rationnel non situe´ hors des 16 droites. La L-surface de del
Pezzo de degre´ 4 X ×k L est L-minimale et de´ploye´e par l’extension cyclique
K.L/L. L’argument ci-dessus donne alors une extension finie k′ de L telle que
H1(k′,Pic(X)) 6= 0.
Ceci e´tablit le point (iii).
Pour e´tablir (i), on utilise l’astuce du passage au point ge´ne´rique (voir [6,
Thm. 2.B.1]). Soit F = k(X) le corps des fonctions de X. La F -varie´te´ XF =
X ×k F posse`de un F -point. Elle est F -minimale, car k est alge´briquement
clos dans F = k(X). Le module galoisien Pic(X) ne change pas par passage
du corps de base de k a` F , il est de´ploye´ par l’extension k′/k comme par
l’extension F ′/F , ou` F ′ := F.K. Comme le corps F est infini, il existe un
F -point de X non situe´ sur les droites (ge´ome´triques) de X. La F -surface
minimale XF est de´ploye´e par l’extension cyclique F
′/F . Par le point (iii), il
existe une extension finie se´parable E/F telle que H1(E,Pic(X)) 6= 0, ce qui
donne (i).
Ceci implique que le module galoisien Pic(X) n’est pas facteur direct d’un
module de permutation (The´ore`me 1.1), ce qui donne (ii). 
On s’inte´resse maintenant aux surfaces de del Pezzo de degre´ 3, 2 et 1
de´ploye´es par une extension cyclique K/k du corps de base k. On note Frob
un ge´ne´rateur du groupe cyclique Gal(K/k). Les diverses actions du groupe
cyclique Gal(K/k) sur le groupe Pic(XK) = Pic(X) ont e´te´ classifie´es par
Frame [8], puis Swinnerton-Dyer [21], corrige´es par Manin [17, Chapitre IV],
corrige´es et comple´te´es par Urabe [22] puis re´cemment par Banwait, Fite´ et
Loughran [1].
Dans [17, Chap. IV, Table I, Colonne 5] et dans [1, Table 7.1, Colonne 5],
une surface a le symbole
∏
mm
nm, avec tous les nm ≥ 0, si pour m donne´
l’ensemble Galois invariant des racines primitives m-ie`mes de l’unite´ parmi les
valeurs propres de Frob a nm e´le´ments. En d’autres termes, on de´compose le
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polynoˆme caracte´ristique de Frob agissant sur Pic(X)⊗ZC en regroupant les
orbites des racines sous l’action du groupe de Galois. On appellera ce symbole
le symbole caracte´ristique de Frob (pour son action sur Pic(X)⊗Z C).
Urabe [22, Supplement] utilise le symbole de Frame [8]. Le symbole de
Frame
∏
mm
nm, avec nm ∈ Z, correspond a` une re´e´criture du polynoˆme ca-
racte´ristique de Frob pour son action sur Pic(X) ⊗Z C comme un produit∏
m(t
m − 1)nm , avec nm ∈ Z. Il y a une unique fac¸on d’e´crire le polynoˆme
caracte´ristique comme un tel produit (avec des entiers m > 0 distincts non
nuls, et des nm non nuls). Soit r > 1. Pour calculer le symbole de Frame de
Frobr, dans le produit
∏
m(t
m − 1)nm attache´ au symbole de Frame
∏
mm
nm
de Frob, pour chaque entier m on e´crit r = uv et m = uw (u, v, w entiers po-
sitifs) avec (v,w) = 1, et on remplace (tm− 1) par (tw − 1)u, puis on regroupe
les termes.
Dans les tables de [22] et [1], les symboles (d’un type ou de l’autre type)
associe´s a` des surfaces diffe´rentes peuvent co¨ıncider mais c’est rare.
La proposition suivante m’a e´te´ indique´e par K. Shramov.
Proposition 3.3. — (A. Trepalin) Soit X une surface cubique lisse sur un
corps k, de´ploye´e par une extension cyclique K/k. Supposons que X est k-
minimale. Il existe alors une extension finie se´parable de corps k′/k telle que
H1(k′,Pic(X)) 6= 0.
De´monstration. — Nous utilisons ici la table 7.1 de l’article [1]. Les actions
correspondant a` des surfaces k-minimales, c’est-a`-dire d’indice i(X) = 0, sont
celles nume´rote´es 1, 2, 3, 4, 5 dans la table 7.1 de [1]. Pour les nume´ros 3 et
5, on a donc H1(k,Pic(X)) 6= 0. Pour les autres, on a H1(k,Pic(X)) = 0.
Pour le nume´ro 1, les valeurs propres de Frob sont 1, 32, 124, c’est-a`-dire 1,
les deux racines cubiques primitives de l’unite´ et les 4 racines primitives 12-
ie`mes de l’unite´. Si on remplace Frob par Frob4, c’est-a`-dire si on passe a` l’ex-
tension k′/k de degre´ 4, les valeurs propres de Frob4 sont 1, 36. Dans la table,
seul le nume´ro 3 a ces valeurs propres. Et a` ce niveau on a H1(k′,Pic(X)) 6= 0.
Pour le nume´ro 2, les valeurs propres de Frob sont 1, 32, 64. Si on remplace
Frob par Frob2, c’est-a`-dire si on passe a` l’extension k′/k de degre´ 2, les
valeurs propres de Frob2 sont 1, 36. Dans la table, seul le nume´ro 3 a ces
valeurs propres. Et a` ce niveau on a H1(k′,Pic(X)) 6= 0.
Pour le nume´ro 4, les valeurs propres de Frob sont 1, 96. Si on remplace Frob
par Frob3, c’est-a`-dire si on passe a` l’extension k′/k de degre´ 3, les valeurs
propres de Frob3 sont 1, 36. Dans la table, seul le nume´ro 3 a ces valeurs
propres. Et a` ce niveau on a H1(k′,Pic(X)) 6= 0. 
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Proposition 3.4. — Soit X une surface de del Pezzo de degre´ 2 sur un
corps k, de´ploye´e par une extension cyclique K/k. Supposons que X est k-
minimale. Il existe alors une extension finie se´parable de corps k′/k telle que
H1(k′,Pic(X)) 6= 0.
De´monstration. — On utilise ici la table 1 de l’article [22] de T. Urabe et les
symboles de Frame.
Il suffit de discuter les surfaces nume´rote´es de 1 a` 19, qui correspondent a`
des surfaces k-minimales. Le cas 1 de la table 1, comme Daniel Loughran me
l’a signale´, contient une erreur. Son indice n’est pas 0, il est au moins 2, la
surface n’est pas k-minimale. On ne discute donc que les cas 2 a` 19.
Pour les surfaces avec H1(k,Pic(X)) 6= 0 il n’y a rien a` faire.
Dans chacun des cas ci-dessous, on conside`re une puissance Frobr de Frob
et on note k′ le corps fixe de Frobr.
Cas 5. En prenant Frob5, on trouve 1−4.26 comme nouveau symbole de
Frame. La seule possibilite´ est le cas 2, si k′ est le corps fixe de Frob5, on a
H1(k′,Pic(X)) 6= 0.
Cas 6. En prenant Frob2, on trouve 42. La seule possibilite´ est le cas 3, on
a H1(k′,Pic(X)) 6= 0.
Cas 7. En prenant Frob3, on trouve 1−4.26. La seule possibilite´ est le cas 2,
on a H1(k′,Pic(X)) 6= 0.
Cas 15. En prenant Frob9, on trouve 1−4.26. La seule possibilite´ est le cas 2,
on a H1(k′,Pic(X)) 6= 0.
Cas 16. En prenant Frob7, on trouve 1−6.27. La seule possibilite´ est le cas 8,
on a H1(k′,Pic(X)) 6= 0.
Cas 17. En prenant Frob3, on trouve 1−2.21.42. La seule possibilite´ est le
cas 9, on a H1(k′,Pic(X)) 6= 0.
Cas 18. En prenant Frob3, on trouve 1−1.22.5−1.101. La seule possibilite´ est
le cas 13, on a H1(k′,Pic(X)) 6= 0.
Case 19. En prenant Frob3, on trouve 1−6.27. La seule possibilite´ est le
cas 8, on a H1(k′,Pic(X)) 6= 0. 
Remarque 3.5. — Dans [16], l’auteur mentionne trois types de surfaces de
del Pezzo de degre´ 2 dans la table 1 d’Urabe qui auraient tous leurs groupes
H1(k′,Pic(X)) triviaux. Ce sont les types 1, 5 et 16. Pour le cas 1, nous avons
vu que ce n’est pas une surface k-minimale. Pour les deux autres cas, il doit
s’agir d’une erreur de calcul dans [16].
Proposition 3.6. — Soit X une surface de del Pezzo de degre´ 1 sur un
corps k, de´ploye´e par une extension cyclique K/k. Supposons que X est
k-minimale. Il existe alors une extension finie se´parable k′/k telle que
H1(k′,Pic(X)) 6= 0.
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De´monstration. — On utilise ici l’article [22] de Urabe et sa table 2. On ne
conside`re que les surfaces d’indice 0. Si H1(k,Pic(X)) 6= 0, on a fini. Sinon, on
est dans l’un des cas suivants, pour lesquels on utilise les symboles de Frame.
On note Frob un ge´ne´rateur de Gal(K/k). Dans chacun des cas ci-dessous, on
conside`re une puissance Frobr de Frob et on note k′ le corps fixe de Frobr.
Cas 5. En prenant Frob3, on trouve 11.2−2.43 comme nouveau symbole de
Frame. La seule possibilite´ est le cas 3, on a H1(k′,Pic(X)) 6= 0.
Cas 6. En prenant Frob5, on trouve 1−3.24.41. La seule possibilite´ est le cas
1, on a H1(k′,Pic(X)) 6= 0.
Case 7. En prenant Frob3, on trouve 1−1.23.4−1.81. La seule possibilite´ est
le cas 4, on a H1(k′,Pic(X)) 6= 0.
Cas 29. En prenant Frob10, on trouve 1−3.34. La seule possibilite´ est le cas
9, on a H1(k′,Pic(X)) 6= 0.
Cas 30. En prenant Frob3, on trouve 11.4−2.82. La seule possibilite´ est le
cas 23, on a H1(k′,Pic(X)) 6= 0.
Cas 31. En prenant Frob5, on trouve 11.2−4.44. La seule possibilite´ est le
cas 17, on a H1(k′,Pic(X)) 6= 0.
Cas 32. En prenant Frob3, on trouve 11.2−4.44. La seule possibilite´ est le
cas 17, on a H1(k′,Pic(X)) 6= 0.
Cas 33. En prenant Frob2, on trouve 91. La seule possibilite´ est le cas 14,
on a H1(k′,Pic(X)) 6= 0.
Cas 34. En prenant Frob3, on trouve 1−1.52. La seule possibilite´ est le cas
11, on a H1(k′,Pic(X)) 6= 0.
Cas 35. En prenant Frob2, on trouve 1−1.52. La seule possibilite´ est le cas
11, H1(k′,Pic(X)) 6= 0.
Cas 36. En prenant Frob3, on trouve 1−3.22.42. La seule possibilite´ est le
cas 10, H1(k′,Pic(X)) 6= 0.
Cas 37. En prenant Frob2, on trouve 1−3.34. La seule possibilite´ est le cas
9, on a H1(k′,Pic(X)) 6= 0. 
Remarque 3.7. — Comme le note un rapporteur, dans les propositions 3.6
et 3.4 un certain nombre de cas rele`vent aussi du cas des surfaces fibre´es en
coniques, de´ja` traite´es dans la proposition 2.3.
Remarque 3.8. — L’e´nonce´ du the´ore`me 5.4.3 de [16] est identique a`
l’e´nonce´ ci-dessus. Il convient ne´anmoins de corriger la de´monstration donne´e
dans [16] pour le cas 6, car le choix fait la` de Frob4 me`ne, comme le dit
l’auteur a` la surface nume´ro 102, mais cette dernie`re a H1 = 0.
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4. Conclusion
Re´capitulons. Il s’agit de montrer :
The´ore`me 4.1. — Soient k un corps et X une k-surface projective, lisse,
ge´ome´triquement rationnelle. Supposons que X posse`de un point k-rationnel
et que X soit de´ploye´e par une extension cyclique de k. Si X n’est pas k-
rationnelle, alors :
(i) Il existe une extension k′/k finie se´parable telle que H1(k′,Pic(X)) 6= 0.
(ii) Le module galoisien Pic(X) n’est pas un facteur direct d’un module de
permutation.
(iii) La k-varie´te´ X n’est pas stablement k-rationnelle.
De´monstration. — On peut supposer que X est k-minimale, car si f :
Y → X est un k-morphisme birationnel de k-surfaces projectives lisses
ge´ome´triquement rationnelles, si Y est de´ploye´e par une extension cyclique
de k, il en est de meˆme de X. D’apre`s le the´ore`me 1.5, on peut en outre
supposer que X ou bien est une surface de del Pezzo k-minimale de degre´ d
avec 1 ≤ d ≤ 9, ou bien est munie d’une fibration en coniques relativement
minimale au-dessus de P1k.
Si X est une surface de del Pezzo de degre´ d avec 5 ≤ d ≤ 9, alors X est
k-rationnelle d’apre`s les propositions 1.6 et 3.1.
Si X est une surface de del Pezzo k-minimale de degre´ d = 4, resp. d = 3,
resp. d = 2, resp. d = 1, alors d’apre`s la proposition 3.2 , resp. 3.3, resp. 3.4,
resp. 3.6, il existe une extension finie se´parable k′/k avec H1(k′,Pic(X)) 6= 0.
Si X est munie d’une fibration en coniques X → P1k relativement k-
minimale, les propositions 2.2 et 2.3 assurent que soit X est k-rationnelle, soit
il existe une extension finie se´parable k′/k avec H1(k′,Pic(X)) 6= 0.
Ceci donne (i), et les autres e´nonce´s suivent (The´ore`me 1.1). 
Remarque 4.2. — On aimerait avoir une de´monstration du the´ore`me 4.1
qui ne passe pas par l’analyse cas par cas utilise´e dans le pre´sent article, et
spe´cialement qui e´vite celle utilise´e pour les surfaces de del Pezzo de degre´ 1
a` 3. Pour les termes employe´s dans ce qui suit, on renvoie a` [6]. Soit k un
corps quasi-fini, et soit X une k-surface projective, lisse, ge´ome´triquement ra-
tionnelle, posse´dant un k-point. Comme le groupe de Galois absolu de k est
procyclique, l’hypothe`se H1(k′,Pic(X)) = 0 pour toute extension finie k′/k,
implique que le module galoisien Pic(X) est un facteur direct d’un module de
permutation (the´ore`me d’Endo et Miyata, cf. [5, Prop. 2, p. 184]). Le corps k
est de dimension cohomologique 1. Soit S le k-tore dual du module galoisien
Pic(X). Il existe alors un unique torseur universel T → X sur X (a` isomor-
phisme pre`s). C’est un torseur sous le k-tore S, lequel est un facteur direct d’un
k-tore quasi-trivial. Ce torseur est donc ge´ne´riquement scinde´ (the´ore`me 90 de
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Hilbert). La k-varie´te´ T est donc k-birationnelle au produit X×k S. C’est une
question ouverte de savoir si l’espace total d’un torseur universel T avec un k-
point au-dessus d’une surface ge´ome´triquement rationnelle X est une varie´te´
(stablement) k-rationnelle. Si c’e´tait le cas, l’argument ci-dessus montrerait
au moins que, sous l’hypothe`se H1(k′,Pic(X)) = 0 pour toute extension finie
k′/k, la surface X est facteur direct d’une k-varie´te´ k-rationnelle.
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